
 
  在 2010 全國高中數學教學研討會中，有一個問題這樣問道:  

  給給定定平平面面上上曲曲線線 CC 及及定定點點 PP，，過過 PP 點點作作一一直直線線 LL，，如如何何讓讓

直直線線 LL 與與曲曲線線 CC 所所圍圍出出的的封封閉閉區區域域面面積積最最小小//最最大大呢呢??  

經過實驗後，發現曲線 C 是圓錐曲線時，設直線 L 交曲線 C 於

M,N，面積最小值似乎都會發生在點 P 為MN 中點時，這種直線稱

作等分截線。而對於其他曲線，是否等分截線都能圍出最小面積?

又如何圍出最大面積? 基於這些問題，我決定做更深入的探究! 

 
一、研究曲線類型:  1.圓錐曲線   2.凸曲線(非封閉及封閉)   3.一般化曲線 

二、研究內容: 1.等分截線的存在性及唯一性   2.有效區域面積極值發生的充要條件 

3.有效區域面積的變化 

三、名詞定義及符號約定: 

(一)伴 生 點: 曲線 C 上動點 M，稱 PM
←→

與曲線 C 的交點 N 為點 M 的伴生點。 

(二)等分截線: 若直線 L 與曲線 C 僅交於兩點 M, N，且點 P 為線段MN的中點

時(使得 PM=PN )，則稱直線 L 為曲線 C 的等分截線。 

(三)有效區域:  若直線 L 與曲線 C 僅交於兩點 M, N，則稱MN與曲線 C 圍出的封閉區域為有效區域。 

(四)若曲線 C 可表示為方程的形式，則直角坐標系中記為  Cy x ，極坐標中記為  C polarr  。 

 
一、圓圓錐錐曲曲線線: (不失一般性，因為旋轉不影響圖形的長度和面積，將非封閉曲線旋轉成凹口向上的形式) 

  經由動態幾何軟體 Geogebra 模擬，發現 P 點的位置影響到有效

區域面積極值的發生條件，約定曲線內部區域和外部區域如右表。 

  以下為拋物線及橢圓(雙曲線情況與拋物線類似)，當 P 點在曲線

內時，有效區域面積的變化(隨直線 L 逆時針旋轉)的觀察結果: 

 
38.62 30.35(最小值) 43.27 

  
 16.07 16.37(最小值) 17.34 

二、凸凸曲曲線線:  
※封閉凸曲線的有效區域依目的選取(需要較大(小)的有效區域就選擇較大(小)的一塊) 

※凸曲線: 凸集合的邊界。(凸集合 S 滿足「對於 S 內任意兩點 A, B，AB上的點(含 A, B)皆屬於 S」) 

※嚴格凸曲線: 嚴格凸集合的邊界。(嚴格凸集合 S 滿足「對於 S 內任意兩點

A, B，AB上的點(不含 A, B)皆屬於 S，但是都不在 S 的邊界上」) 

※支持直線: 曲線 C 的支持直線 L 滿足曲線 C 位於直線 L 一側(可在直線 L 上)。 

※極限支持直線: 曲線 C 的極限支持直線 L 滿足直線 L 和一支持

直線的距離 0，且直線 L 和曲線 C 有交點。 

(一)有效區域面積最大值的發生條件: 

 
(1)點 M(x, y)，當  

x
m limC x


 ，表示 x，故 y，有效區域面積  

  當  
x

m lim C x


 ， x， y，有效區域面積，因此「」成立 

(2)假設  
x

m lim C x


 不成立，過 P 支持直線交過 N 鉛直線於點 N'，則 PN , PN有上界 

  故有效區域面積<△PNN'面積= 1 PN PN NPN
2

sin    有上界，因此「」成立 

對於封閉凸曲線，有效區域面積最大值及最小值同時發生，於下文討論。 

(二)有效區域面積最小值的發生條件: 

1.當 P 點在曲線 C 上或外部: 

 
(1)反設直線 L 非極限支持曲線，於MN

︵
取一點 T，則MN , MT , NMT 皆非正無窮小量 

  有效區域面積>△AMT 面積= 1 MN MT NMT
2

sin   ，非正無窮小量，因此「」成立 

(2)設 N 在 M 左邊，設過 P 支持直線交過 N 鉛直線於點 N'，此時 PN , PN  0  

  有效區域面積<△PNN'面積= 1 PN PN NPN
2

sin     0，因此「」成立 

 
   11.16 10.15 10.55    

無窮大 嚴格遞減 最小值 嚴格遞增 無窮大 

當當曲曲線線 CC 為為非非封封閉閉凸凸曲曲線線時時::  

「「有有效效區區域域面面積積  」」  「「直直線線 LL 的的斜斜率率  
x

m lim C x


  
x

m lim C x


 或或  
x

m lim C x


  
x

m lim C x


 」」 

當當曲曲線線 CC 為為凸凸曲曲線線時時，，對對於於曲曲線線 CC 上上或或外外部部的的點點 PP::  

「「有有效效區區域域面面積積 00」」  「「直直線線 LL 為為曲曲線線 CC 的的極極限限支支持持直直線線」」 
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  我發現圓錐曲線的凸性似乎造成「有效區域面積最小值

發生在直線 L 為等分截線時」，因此我猜想所有的凸曲線都

具有這個性質，卻發現並非如此，以下著手研究凸曲線。
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2.當 P 點在曲線 C 內部－非非封封閉閉凸凸曲曲線線 

 

存

在

性 

   

考慮曲線 C 上動點 M 及其伴生點 N 

(1)當點 M, N 位於左圖的位置時: PM PN  

(2)當點 M 移動到點 N (交換位置)時: PM PN  

而 PM , PN 的變動是連續的，因此在 M 點移動到

點 N 的過程中，存在 M 點使得 PM PN  

唯

一

性 

  

已知存在等分截線M0N0
←-→

，不失一般性，令 M 在

N 左側，過 M0, N0 作鉛直線分別交 MN
←→

於 M', N'

(1)當 M 在 M0 左方(左圖): PM PM PN PN     

(2)當 M 在 M0 右方(右圖): PM PM PN PN     

因此若 M 點非 M0， PM PN ，故等分截線唯一 

 
已知存在唯一過 P 點等分截線M0N0

←-→
，考慮曲線 C 上動點 M 及其伴生點 N，過 0M , 0N 作鉛直線分別交 MN

←→
於 M', N' 

可觀察到: 黃色區域面積>格紋三角形面積=斜線三角形面積>橘色區域面積 

故 MN
←→

所圍有效區域=黃色區域+綠色區域>橘色區域+綠色區域=M0N0
←-→

所圍有效區域 

而因為 M 為曲線 C 上任意點，因此只有等分截線能圍出有效區域面積最小值，得證 

※黃色與橘色區域面積之比較:  (舉點 M 在點 M0 左方的情形為例，右下左圖) 

將兩區域分割成 k 個相同張角 d 的曲邊三角形，當 0k d  ，皆可視為三角形，因為 PM PN 1,2,3...i i i    

故△PMi-1Mi面積= 1 i

1
PM PM

2 i sin d   > 1

1
PN PN

2 i i sin d   =△PNi-1Ni面積 0,1,2...i   

因此，黃色區域面積= 1
0

PM M
k

i i
k

i

lim 


 > 1
0
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 =橘色區域面積 

 
當動點 M 在點 M0 左方，若點 M 向點 M0 靠近到點 M*(隨直線 L 逆時針旋轉) 

觀察得: 黃色區域面積>格紋三角形面積=斜線三角形面積>橘色區域面積(如右圖左) 

因此，有效區域面積嚴格遞減，而當點 M 在點 M0 右方時，有效區域面積嚴格遞增 

3.當 P 點在曲線 C 內部－封封閉閉點點對對稱稱凸凸曲曲線線  

對於封閉凸曲線，我發現等分截線不一定擁有唯一性，首先提出一個引理: 

 

 
(1)○1 存在性:  考慮曲線 C 上動點 M 與其伴生點 N，由於連續性，在右側兩圖之間，存在 M 點使得 PM PN  

○2 唯一性:  將橢圓 C 以以 PP 點點為為中中心心旋旋轉轉 118800°°得橢圓 C'(點 M, N 分別對應點 M', N'): 

A.當 M 點位於較長弧(紅色弧，左圖)上: PN < PM= PM  

B.當 M 點位於較短弧(褐色弧，右圖)上: PN = PN> PM 。因此「」成立 

      
(2)設封閉曲線 C 非點對稱嚴格凸曲線，則存在 P 點使得曲線 C 與 C'交至少 4 點(如右上圖) 

每對交點關於 P 點對稱，決定一條等分截線，故等分截線不唯一，因此「」成立 

 
(1)當 P 點為點對稱中心時: 任意過 P 點直線皆為等分截線，命題成立 

(2)當 P 點非點對稱中心時: 考慮曲線 C 上動點 M 及其伴生點 N 

不失一般性，令較短弧上的是點 M，將橢圓 C 以 P 點為中心旋轉 180°得橢圓 C' 

知兩橢圓僅交於兩點 M0, N0，觀察得: 黃色區域面積=斜線區域面積>橘色區域面積 

故 MN
←→

所圍有效區域=黃色區域+綠色區域>橘色區域+綠色區域=M0N0
←-→

所圍有效區域 

而因為 M 為曲線 C 上任意點，因此只有等分截線能圍出有效區域面積最小值，得證 

 
當 M 點從點 M0 移動到點 N0: 考慮 M 點從點 A1 移動到點 A2(隨直線 L 逆時針旋轉) 

可觀察到: 黃色區域面積=斜線區域面積>橘色區域面積(嚴謹證明與上文相似) 

故A1B1
←-→

所圍有效區域=黃色區域+綠色區域>橘色區域+綠色區域= A2B2
←-→

所圍有效區域 

故有效區域面積嚴格遞增，而 M 點從點 N0 移動到點 M0 時，有效區域面積嚴格遞減，得證 

當當曲曲線線 CC 為為封封閉閉點點對對稱稱曲曲線線時時，，對對於於曲曲線線 CC 內內部部 PP 點點，，隨隨直直線線 LL 逆逆時時針針旋旋轉轉  

有有效效區區域域面面積積呈呈「「最最小小值值→→嚴嚴格格遞遞增增→→最最大大值值→→嚴嚴格格遞遞減減」」變變化化((研研究究結結論論三三))  
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當當曲曲線線 CC 為為封封閉閉點點對對稱稱曲曲線線時時，，對對於於曲曲線線 CC 內內部部的的點點 PP::  

「「有有效效區區域域面面積積發發生生最最大大值值或或最最小小值值」」 「「直直線線 LL 為為等等分分截截線線」」  

當當曲曲線線 CC 為為非非封封閉閉凸凸曲曲線線時時，，對對於於曲曲線線 CC 內內部部 PP 點點，，隨隨直直線線 LL 逆逆時時針針旋旋轉轉  

有有效效區區域域面面積積呈呈「「  →→嚴嚴格格遞遞減減→→最最小小值值→→嚴嚴格格遞遞增增→→  」」變變化化((研研究究結結論論二二)) 

當當曲曲線線 CC 為為封封閉閉曲曲線線時時::    「「曲曲線線 CC 為為點點對對稱稱嚴嚴格格凸凸曲曲線線」」「「對對於於曲曲線線 CC 內內任任意意

非非點點對對稱稱中中心心的的 PP 點點，，過過 PP 點點等等分分截截線線存存在在且且唯唯一一」」  

當當曲曲線線 CC 為為封封閉閉曲曲線線時時::  

「「曲曲線線 CC 為為點點對對稱稱嚴嚴格格凸凸曲曲線線」」  「「對對於於曲曲線線 CC 內內任任意意 PP 點點，，曲曲線線 CC 與與曲曲線線 CC''

恰恰交交於於兩兩點點或或完完全全重重合合((曲曲線線 CC''是是曲曲線線 CC 以以 PP 點點為為中中心心旋旋轉轉 118800°°所所得得))」」 

當當曲曲線線 CC 為為非非封封閉閉凸凸曲曲線線時時，，對對於於曲曲線線 CC 內內任任意意 PP 點點::  「「有有效效區區域域面面積積發發生生最最小小值值」」 「「直直線線 LL 為為等等分分截截線線」」  
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「「曲曲線線 CC 為為非非封封閉閉嚴嚴格格凸凸曲曲線線」」「「對對於於曲曲線線 CC 內內任任意意 PP 點點，，過過 PP 點點等等分分截截線線存存在在且且唯唯一一」」  

※此定理的逆定理不成立 

※此定理條件是嚴格凸曲線，

因為有些凸曲線並沒有這個

性質，例如: 

  圖為兩射線加上一半圓
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有無限多條。 
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將曲線 C 以 P 點為中心旋轉 180°成為 C'，則可能有數對交點，決定數條等分截線，記當中所圍最小

有效區域面積為A
－
，考慮過 P 點非等分截線的直線 PM

←→
: 

黃色和橘色區域關於 P 點對稱，面積相等 

故 MN
←→

所圍面積(左)=黃色區域+綠色區域+藍色區域 

  >橘色區域+綠色區域= AA'
←→

所圍面積(左) 

同理， MN
←→

所圍面積(右)> BB'
←→

所圍面積(右) 
因此當直線 L 為等分截線時，有效區域面積有極小值 
若選取另一有效區域，則有效區域有面積有最大值，得證 

 
隨直線 L 逆時針旋轉，當直線 L 為等分截線時發生有效區域面積極值，其餘時刻呈嚴格遞增或遞減 

三三、、一一般般化化曲曲線線::  
接著，我改變討論的方式:  給定 P 點，找出具有「等分截線圍出最小面積」性質的曲線 C。 

(以下討論在極座標中進行，給定 P 點後，令 P 點為極點，並假設曲線 C 的函數型式為  C polarr  ) 

 
(1)易知  C polar   為曲線 C 以極點(P 點)為中心旋轉 180°形成的曲線 C' 

而    C Cpolar polar    只有兩組解( 0 及 0  )，表示曲線 C 和曲線 C'只有兩個交點(解即為交點) 

故等分截線唯一(每對交點決定一條等分截線，而其餘直線不可能為等分截線)，因此「」成立 

(2)假設  C polar  非顯函數，則可能發生有效區域不唯一的情形，不予討論 

假設    C Cpolar polar    不只兩組解，則等分截線不唯一。因此「」成立 

 
由於  C polar  為顯函數，表示從 P 點開始的射線都只交曲線 C 於一點 

故過 P 點直線都交曲線 C 於兩點，考慮曲線 C 上動點 M 及其伴生點 N 

則隨直線 L 從一等分截線轉動到另一等分截線時: PM 及 PN 的大小關係不會改變 

故 PM 恆大(小)於 PN ，由上文的切割比較面積法得黃色區域面積>橘色區域面積 

故直線 L 從等分截線逆時針或順時針轉動時，有效區域面積會同時減少或增加 

因此，有效區域面積極值只會發生直線 L 為等分截線時 

 
一、對於凸曲線及其內部點 P: 有有效效區區域域面面積積產產生生極極值值 直直線線 LL 為為等等分分截截線線 

二、對於非封閉凸曲線及其內部點 P，隨直線 L 逆時針旋轉，有效區域面積呈以下變化: 

無無窮窮大大(  
x

m limC x


 ) 嚴格遞減 最最小小值值(等分截線) 嚴格遞增 無無窮窮大大(  
x

m lim C x


 )

    
 

三、對於封閉點對稱凸曲線及其內部點 P，隨直線 L 逆時針旋轉，有效區域面積呈以下變化: 

最最小小值值(等分截線) 嚴格遞增 最最大大值值(等分截線) 嚴格遞減 

    

四、對於封閉非點對稱或非凸的曲線及其內部點 P，隨直線 L 逆時針旋轉，有效區域面積呈以下變化: 
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「「  C polar  C polar  為為顯顯函函數數」」 「「『『有有效效區區域域面面積積有有極極值值』』 『『直直線線 LL 為為等等分分截截線線』』」」  

「「  C polar  C polar  為為顯顯函函數數且且    C Cpolar polar      C Cpolar polar    只只有有兩兩組組解解(( 00 及及 0 0  ))」」 「「過過 PP 點點等等分分截截線線存存在在且且唯唯一一」」  

當當曲曲線線 CC 為為封封閉閉凸凸曲曲線線時時，，對對於於曲曲線線 CC 內內部部 PP 點點，，隨隨直直線線 LL 逆逆時時針針旋旋轉轉::    ((研研究究結結論論四四))  

有有效效區區域域面面積積呈呈「「極極小小值值→→嚴嚴格格遞遞增增→→極極大大值值→→嚴嚴格格遞遞減減→→……→→極極大大值值→→嚴嚴格格遞遞減減」」循循環環 

當當曲曲線線 CC 為為封封閉閉凸凸曲曲線線時時，，若若 PP 點點位位於於曲曲線線 CC 內內部部::  

「「有有效效區區域域面面積積發發生生極極大大值值或或極極小小值值」」 「「直直線線 LL 為為等等分分截截線線」」
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